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Une ‘‘formule de Tanaka’’ en analyse harmonique
et quelques applications
Lucien Chevalier
U.M.R. 5582, C.N.R.S.U.J.F., Institut Fourier,
B.P. 74, Saint Martin d ’He res 38402, France
Au moyen d’une version approprie e de la densite de l’inte grale d’aire nous
donnons, pour toute fonction f convenable, une e criture de | f | inspire e de la
formule de Tanaka de la the orie des martingales, ainsi que quelques exemples
d’applications de cette e criture. Nous utilisons exclusivement des me thodes de
variable re elle.  1998 Academic Press
1. INTRODUCTION
Bien que les re sultats expose s ici et les me thodes de de monstration
utilise es rele vent uniquement de l’analyse re elle, le point de de part de cet
article est une e galite remarquable de la the orie des martingales, connue
sous le nom de formule de Tanaka.
Rappelons (sans entrer dans le de tail des de finitions et des hypothe ses
pre cises) que cette formule donne une expression explicite de |M| lorsque
M est une martingale, sous la forme
|M|=M +L,
ou L est un processus croissant a valeurs 0, le temps local (en 0) associe
a M, et M est une nouvelle martingale. La repre sentation explicite de M
comme inte grale stochastique permet de voir que cette nouvelle martingale
posse de, d’un certain point de vue, les me^mes proprie te s que la martingale
initiale. En particulier, des re sultats classiques de la the orie des martingales
montrent que, si M appartient a l’un des espaces H p ou a BMO, il en est de
me^me pour M . D’un autre co^te , un des ro^les du temps local est de prendre
en compte le ‘‘de faut de positivite ’’ de la martingale M : Il est identiquement
nul si M est positive, et plusieurs proprie te s des martingales positives s’e tendent
aux martingales pour lesquelles on dispose d’un contro^le convenable du
temps local (un exemple typique d’une telle extension se trouve dans [3]
et [4]). La formula de Tanaka joue un ro^le essentiel dans ces ge ne ralisa-
tions.
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Il se trouve qu’il est possible d’obtenir une formule analogue en analyse
harmonique, et qu’elle est susceptible d’avoir des applications semblables.
Le but de cet article est de de montrer une telle formule, et de donner quel-
ques exemples d’applications. L’e tude de l’analogue de l’application (non
line aire!) M [ M fera appel de manie re essentielle a la the orie des
ope rateurs de Caldero nZygmund, et le ro^le du temps local sera tenu par
une version ade quate de la densite de l ’inte grale d ’aire. Cette notion a e te
introduite et e tudie e par R. F. Gundy dans [10], puis par R. F. Gundy et
M. L. Silverstein dans [11]. Elle constitue l’analogue en analyse du temps
local en probabilite s, comme le prouvent notamment les re sultats de [10],
[11] et [4], inspire s par des re sultats probabilistes de me^me nature concer-
nant le temps local. Il y a de nombreuses variantes possibles de cette notion
(cf. [1]). Celle qui nous inte resse ici est associe e a l’ ‘‘inte grale d’aire comple te’’,
i.e. l’ope rateur g2
*
de LittlewoodPaley. Avant de la de finir, il est ne cessaire
d’introduire quelques notations.
On de signe par n un entier 1, fixe une fois pour toutes, et par Rn+1+
le demi-espace Rn_R+ . Le point courant de R
n+1
+ est syste matiquement
note z=(x, y). Pour tout point ! # Rn, on note p! le noyau de Poisson
relatif au point !, de fini dans Rn+1+ par
p! (z)=
cn y
( |x&!|2+ y2) (n+1)2
,
ou cn de signe la constante de normalisation habituelle.
On de signe par M l’ensemble des applications mesurables f : Rn  R
telles que
& f &M =|
Rn
p! (0, 1) | f (!)| d!<+.
A toute fonction f # M, on peut associer son inte grale de Poisson P( f ),
de finie dans Rn+1+ par
P( f )(z)=|
Rn
p! (z) f (!) d!.
A toute fonction f # M, on associe e galement la fonction de Littlewood
Paley g2
*
( f ), de finie dans Rn par
g2
*
( f )(!)=|
R
+
n+1
yp! (z) |{P( f )(z)|2 dz.
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En outre, pour tout r # R, la fonction |P( f )&r| est sous-harmonique, donc
son Laplacien au sens des distributions est une mesure positive. On peut
donc de finir, pour tout ! # Rn,
Dr
*
( f )(!)=|
R
+
n+1
yp! (z) 2 |P( f )&r| (dz).
On peut montrer que, pour toute fonction . de finie dans R, mesurable et
a valeurs 0, on a, pour tout ! # Rn,
|
R
.(r) D r
*
( f )(!) dr=2 |
R
+
n+1
.(P( f )(z)) yp! (z) |{P( f )(z)|2 dz
(cf. [11], ou le calcul est fait pour une autre variante de l’inte grale d’aire),
ce qui justifie la terminologie employe e.
Dans toute la suite, nous conside rerons seulement la fonctionnelle D0
*
.
On peut montrer que, si f # 1 p<+ L p, alors D0*( f ) est presque partout
a valeurs finies. En revanche il arrive, me^me pour des fonctions borne es
tre s ordinaires, que f # M et que D0
*
( f )#+ (par exemple, si n=1 et si
f est l’application x [ sgn(x)). Pour cette raison, nous aurons a conside rer
le sous-ensemble M0 de M constitue des fonctions f telles que
D0
*
( f )+.
A toute fonction f # M, on associe sa fonction maximale non tangentielle
N( f ) et son inte grale d’aire de LusinCaldero n S( f ), de finies dans Rn par
N( f )(!)= sup
|!&x|< y
|P( f )(x, y)|
et
S( f )(!)=\|[ |x&!|< y] y1&n |{P( f )(z)| 2 dz+
12
Les espaces L p conside re s sont relatifs a la mesure de Lebesgue dans Rn,
et la norme usuelle dans L p est note e & }&p . Enfin, l’espace H1 est de fini
comme l’ensemble des fonctions f # L1 telles que & f &H1=&N( f )&1<+.
2. LE RE SULTAT PRINCIPAL
Le re sultat principal de cet article est le suivant (les constantes C( } ) qui
apparaissent dans les ine galite s ne de pendent que des parame tres entre
parenthe ses) :
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The ore me 1. Pour toute fonction f # M0 , la fonction D0*( f ) # M et lafonction f de finie par la ‘‘formule de Tanaka’’
| f |= f +D0
*
( f ) (1)
posse de les proprie te s suivantes:
(i) Si f # L1, alors f # L1 et & f &12 & f &1 .
(ii) Si f # L p, avec 1< p<+, alors f # L p et & f &pC(n, p) & f &p .
(iii) Si f # H1, alors f # H1 et &N( f )&1C(n) &N( f )&1 .
(iv) Si f # BMO & M0 , alors f # BMO et & f &*C(n) & f &*.
(v) Si f # L1, alors, pour tout couple (B1 , B2) de boules ouvertes de Rn
telles que B1 /B2 , l ’inte grabilite de N( f ) sur B2 implique l ’inte grabilite de
N( f ) sur B1 .
De plus, si f # 1 p<+ L p, la fonction f s’obtient explicitement comme
image de f par un ope rateur de Caldero nZygmund (de pendant de f, mais
dont la norme est contro^le e par une constante de pendant uniquement de la
dimension n), dont la nature exacte est de crite dans les propositions 3 et 4 qui
suivent.
De monstration. La re gle du jeu que nous nous imposons est de
n’utiliser que des arguments d’analyse re elle; d’autres voies sont possibles
(cf. [5]). Le sche ma de notre de monstration est le suivant: Nous commen-
cerons par e tablir la
Proposition 1. Pour toute fonction f # M0 , D0*( f ) # M.
Ensuite, pour prouver que l’application f [ f effectivement de finie par
l’e galite (1) posse de les proprie te s (i) a (v), nous e tablirons les propositions
suivantes:
Proposition 2. Pour toute fonction f # L1, D0
*
( f ) # L1 et
&D0
*
( f )&1& f &1 .
Proposition 3. Soit b une application bore lienne borne e de Rn+1+ dans
R. Pour toute fonction f # C0 (R
n),
|
R
+
n+1
y |b(z) {p! (z) {P( f )(z)| dz<+
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pour presque tout ! # Rn, et si on pose
Tb ( f )(!)=2 |
R
+
n+1
yb(z) {p! (z) {P( f )(z) dz, (2)
on de finit une application line aire Tb : C0 (R
n)  L1loc qui est un ope rateur de
Caldero nZygmund. Cet ope rateur est associe au noyau syme trique Kb de fini
dans Rn_Rn"D, ou D de signe la diagonale de Rn_Rn, par
Kb (!, !$)=2 |
R
+
n+1
yb(z) {p! (z) {p!$ (z) dz. (3)
De fac on plus pre cise, le noyau Kb ve rifie les estimations suivantes :
|Kb (!, !$)|2 &b& |
R
+
n+1
y |{p! (z)| |{p!$ (z)| dz
C &b&
|!&!$| n
(4)
et, pour tout : # ]0, 1[,
|Kb (!, !$)&Kb (!, !")|
2 &b& |
R
+
n+1
y |{p! (z)| |{( p!$ (z)& p!" (z))| dz

C &b& |!$&!"|:
(1&:) |!&!$|n+:
, (5)
si |!$&!"|< 12 |!&!$|, ou C est un nombre qui ne de pend que de la dimension
n.
Enfin, on a Tb (1)=T*b (1)=0.
Proposition 4. Pour toute fonction f # 1 p<+ L p on a, avec les
notations pre ce demment introduites,
Tsgn(P( f )) ( f )= f .
Proposition 5. Soit T un ope rateur de Caldero nZygmund ve rifiant la
condition T*(1)=0, et soit f # L1 telle que T( f ) # L1. Pour tout couple
(B1 , B2) de boules ouvertes de Rn telles que B1 /B2 , l ’inte grabilite de N( f )
sur B2 implique l ’inte grabilite de N(T( f )) sur B1 .
A partir de ces quatre derniers re sultats, la de monstration des assertions
(i) a (v) du the ore me 1 est imme diate: La proprie te (i) est une conse quence
triviale de l’e galite (1) et de la proposition 2; les proprie te s (ii), (iii) et (iv)
re sultent des propositions 3 et 4, gra^ce aux ge ne ralisations des me thodes
classiques d’analyse re elle de A. P. Caldero n et A. Zygmund (cf. [12])
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(l’assertion concernant BMO est aussi une conse quence du the ore me 4 de
[1]). Enfin, la proprie te (v) de coule des quatre propositions pre ce dentes,
qu’il nous suffit donc de de montrer.
De monstration de la proposition 1. Soient f # M0 et u=P( f ). En utili-
sant le the ore me de Fubini et les proprie te s de convolution du noyau de
Poisson, on obtient facilement l’e galite &D0
*
( f )&M =I1+I2 , ou
I1=|
y1
yp0 (x, 1+ y) 2 |u| (dz)
et
I2=|
y<1
yp0 (x, 1+ y) 2 |u| (dz).
Soit !0 un point tel que D0*( f )(!0) soit fini. Si y1, le quotientp0 (x, 1+ y)p!0 (x, y) reste majore par un nombre C inde pendant de (x, y),
et par suite I1CD0*( f )(!0)<+. Pour montrer que I2<+, il suffit
de prouver l’existence d’un nombre C tel que, pour tout = # ]0, 1] et tout
$ # ]0, 1], on ait
|
1> y=
yp0 (x, 1+ y) 2u$ (z) dzC,
ou u$ (z)=- u2 (z)+$2. Pour cela, on fixe un nombre R>0; on de signe
par BR la boule de Rn centre e en 0 et de rayon R, et par DR, = le produit
BR _[=, 1], puis on calcule l’inte grale sur DR, = au moyen du the ore me de
Green. On obtient ainsi
|
DR, =
yp0 (x, 1+ y) 2u$ (z) dz=J1+J2+J3 ,
ou
J1=2 |
DR, =
u$ (z)

y
p0 (x, 1+ y) dz,
J2=|
BR_[=] \yp0 (x, 1+ y)

y
u$ (z)&u$ (z)

y
( yp0 (x, 1+ y))+ dx
+|
BR_[1] \yp0 (x, 1+ y)

y
u$ (z)&u$ (z)

y
( yp0 (x, 1+ y))+ dx
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et
J3=|
BR_[=, 1] \yp0 (x, 1+ y)

y
u$ (z)
&u$ (z)

y
( yp0 (x, 1+ y))+ _R (dx) dy,
ou _R de signe la mesure de surface sur la sphe re BR .
Nous posons v=P( | f | ), et nous de signerons par C un nombre variable,
de pendant uniquement de la dimension n. En utilisant les ine galite s bien
connues | y {p! (z)|(n+1) p! (z) et | y {u(z)|(n+1) v(z), on obtient
facilement les estimations
|J1 |2 |
DR, = } u$ (z)

y
p0 (x, 1+ y) } dzC(1+v(0, 1))
et
|J2 ||
BR_[a] \} yp0 (x, 1+ y)

y
u$ (z)}+ } u$ (z) y ( yp0 (x, 1+ y))}+ dx
C(1+v(0, 1)),
pour tout a # [=, 1]. Par conse quent J1 et J2 ont une limite quand R tend
vers l’infini, dont la valeur absolue est majore e par C(1+& f &M ) (car
& f &M =v(0, 1)). Donc J3 a aussi une limite quand R tend vers l’infini; mais
on a
|J3 |
C
Rn+1 |BR (v(x, =)+$) _R (dx),
et (parce que f # M) lim infR  + R&n&1 BR v(x, =) _R (dx)=0 pour tout
=>0. Par conse quent J3 tend vers 0 quand R tend vers l’infini, ce qui
ache ve la preuve de la proprie te voulue.
De monstration de la proposition 2. En utilisant la de finition de D0
*
( f ) et
le the ore me de Fubini, on est ramene a prouver l’ine galite
|
R
+
n+1
y2 |P( f )| (dz)|
Rn
| f (x)| dx.
Cette ine galite re sulte de l’e galite
|
R
+
n+1
y2 |P( f )| (dz)=|
Rn
| f (x)| dx& } |Rn f (x) dx }.
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Pour e tablir cette e galite , on se rame ne, apre s re gularisation et approxima-
tion ade quates, a une application classique du the ore me de Green.
De monstration de la proposition 3. Soit f # C0 (R
n). Pour de montrer
simultane ment que l’inte grale
|
R
+
n+1
y |b(z) {p! (z) {P( f )(z)| dz
est finie pour presque tout ! # Rn et que l’e galite (2) de finit un e le ment de
L1loc , il suffit de montrer que, pour toute fonction h # C

0 (R
n), a valeurs
0, on a
||
R
+
n+1_Rn
y |{p! (z) {P( f )(z)| h(!) dz d!<+. (6)
En utilisant la majoration standard y |{p! (z)|(n+1) p! (z) et le
the ore me de Fubini, on voit qu’il suffit de prouver que
|
R+
n+1
|{P( f )(z)| P(h)(z) dz<+.
Or, puisque f # C0 (R
n), on a |{P( f )(z)|C min(1, y&n&1) pour tout
z # Rn+1+ , ou C est un nombre inde pendant de z. Par suite
|
R
+
n+1
|{P( f )(z)| P(h)(z) dz
C \|
+
0
min(1, y&n&1) dy+\|Rn P(h)(z) dx+2C &h&1<+,
ce qui prouve (6).
L’e galite (2) de finit donc bien une application line aire Tb : C0 (R
n) 
L1loc . Nous allons maintenant montrer que cet ope rateur se prolonge conti-
nu^ment a L2. Quelles que soient les fonctions f et h # C0 (R
n), la proprie te
de finitude (6) permet d’utiliser le the ore me de Fubini pour obtenir l’e galite
|
Rn
Tb ( f )(!) h(!) d!=2 |
R
+
n+1
yb(z) {P( f )(z) {P(h)(z) dz.
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Par suite,
} |Rn Tb ( f )(!) h(!) d! }
2 &b& \|R
+
n+1
y |{P( f )(z)| 2 dz+
12
\|R
+
n+1
y |{P(h)(z)|2 dz+
12
=2 &b& &g( f )&2 &g(h)&2 ,
ou g(k) de signe la fonction g de LittlewoodPaley associe e a la fonction k.
Il en re sulte qu’on a, en vertu d’ine galite s bien connues (cf. [14], p. 83),
&Tb ( f )&2&b& & f &2
pour toute fonction f # C0 (R
n), d’ou le re sultat.
Remarques. L’ine galite que nous venons de prouver est la meilleure
possible, car si b=1, alors Tb ( f )= f (c’est une conse quence de nos
re sultats).
D’autre part, on peut e galement obtenir, en proce dant de la me^me
manie re, le fait que, pour tout p # ]1, +[,
&Tb ( f )&pCp &b& & f &p
pour toute fonction f # C0 (R
n), ou Cp ne de pend que de n et p. Ceci
permet e videmment de prolonger Tb a L p sans utiliser (apparemment)
la the orie de Caldero nZygmund. Ne anmoins, nous aurons besoin de
cette the orie pour e tudier l’action de Tb sur L1 et sur H1. D’autre part
l’ine galite ci-dessus repose sur les estimations L p concernant la fonction g
de LittlewoodPaley, qui sont elles-me^mes base es sur la the orie des
inte grales singulie res a valeurs vectorielles.
Nous allons maintenant montrer que le noyau Kb de fini par l’e galite (3)
ve rifie les estimations (4) et (5).
Preuve de l ’estimation (4). Soit (!, !$) # Rn_Rn"D. En utilisant
l’ine galite e vidente y |{p! (z)|(n+1) p! (z), le the ore me de Fubini et les
proprie te s du noyau de Poisson relativement a la convolution, on obtient
l’ine galite
|
R
+
n+1
y |{p! (z) {p!$ (z)| dz2cn (n+1)2 |
+
0
dy
( |!&!$|2+4y2) (n+1)2
=
C
|!$&!|n
,
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ou C est une constante qui ne de pend que de n. Ceci prouve donc l’ine galite
(4).
Preuve de l'estimation (5). Cette estimation est une conse quence
imme diate du fait que, si |!$&!"|< 12 |!&!$|, on a les deux ine galite s
|
R
+
n+1
y |{x p! (z)| |{x( p!$ (z)& p!" (z))| dzC
|!$&!"|
|!&!$| n+1
(7)
et
|
R
+
n+1
y } y p! (z)} }

y
( p!$ (z)& p!" (z))} dz
C
|!$&!"|
|!&!$|n+1 \1+ln \
|!&!$|
|!$&!"|++ , (8)
(ou C ne de pend que de n) que nous allons de montrer.
Commenc ons par prouver (7). Pour alle ger les notations nous posons,
pour tout y>0 et tout u0,
.y (u)=
1
(u2+ y2) (n+3)2
.
Nous avons alors, pour tout z=(x, y) # Rn+1+ ,
|{x p! (z)|=(n+1) cn y |x&!| .y ( |x&!| ) (9)
et
|{x( p!$ (z)& p!" (z))|(n+1) cn y |!$&!"| .y ( |x&!$| )
+(n+1) |x&!$| |(.y ( |x&!$| )&.y ( |x&!"|))|.
(10)
D’autre part on a, si 0uv,
.y (u)&.y (v)=
(v2+ y2) (n+3)2&(u2+ y2) (n+3)2
(u2+ y2) (n+3)2 (v2+ y2) (n+3)2
(n+3)
(v&u) v
(u2+ y2) (n+3)2 (v2+ y2)
, (11)
et par suite
v(.y (u)&.y (v))(n+3)
(v&u)
(u2+ y2)(n+3)2
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On a donc, dans tous les cas,
|(x&!$)(.y ( |x&!$| )&.y ( |x&!"|))|
(n+3) |!$&!"| (.y ( |x&!$| )+.y ( |x&!"| )) (12)
Par suite, il re sulte de (9), (10), et (12) qu’il existe un nombre C, de pen-
dant uniquement de la dimension n, tel que
|
R+
n+1
y |{x p! (z) {x( p!$ (z)& p!" (z))| dz
C |!$&!"| (I(!, !$)+I(!, !")), (13)
ou
I(!, !$)=|
R+
n+1
y3 |x&!| .y ( |x&!| ) .y ( |x&!$| )dz.
Pour e valuer I(!, !$), nous e crivons I(!, !$)=I1 (!, !$)+I2 (!, !$), ou
I1 (!, !$)=|
[ |x&!$|<12 |!&!$|]
y3 |x&!| .y ( |x&!| ) .y ( |x&!$| ) dz
et
I2 (!, !$)=|
[ |x&!$|12 |!&!$|]
y3 |x&!| .y ( |x&!| ) .y ( |x&!$| ) dz.
Si |x&!$|< 12 |!&!$|, on a |x&!|
1
2 |!&!$|, et par conse quent
.y ( |x&!| )2n+3.y ( |!&!$| ). Par suite
I1 (!, !$)2n+3 |
+
0
y3Jy (!, !$) .y ( |!&!$| ) dy,
ou
Jy (!, !$)=|
Rn
|x&!| .y ( |x&!$| ) dx.
Trivialement,
Jy (!, !$)|
Rn
|u| .y ( |u| ) du+|!$&!"| |
Rn
.y ( |u| ) du
C \ 1y2+
|!&!$|
y3 + ,
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ou C ne de pend que de la dimension n. On en de duit facilement que
I2 (!, !$)
C
|!&!$| (n+1)
,
ou C ne de pend que de n.
Passons a l’inte grale I2 (!, !$). Si |x&!$| 12 |!&!$|, on a .y ( |x&!$| )
2n+3.y ( |!&!$| ). Par conse quent, en reprenant les calculs effectue s
pre ce demment, on obtient pour I2 (!, !$) une estimation du me^me type que
celle obtenue pour I1 (!, !$). Les me^mes estimations e tant vraies aussi si on
remplace !$ par !", on a donc montre que
I(!, !$)+I(!, !")C \ 1|!&!$| (n+1)+
1
|!&!"| (n+1)+ , (14)
ou C ne de pend que de n. Enfin, comme les quantite s |!&!$| et |!&!"|
sont du me^me ordre de grandeur en vertu de la condition |!$&!"|<
1
2 |!&!$|, on voit que les ine galite s (13) et (14) donnent l’estimation (7).
Passons a la preuve de l’estimation (8). Nous fixons !, !$ et !" # Rn
ve rifiant 0<|!$&!"|<|!&!$|2 et nous posons, pour tout z=
(x, y) # Rn+1+ , d(z)=( |x&!|
2+ y2)12, d $(z)=( |x&!$|2+ y2)12 et d"(z)=
(|x&!"|2+ y2)12. Nous avons alors, pour tout z # Rn+1+ ,

y
( p!$ (z)& p!" (z))
=cn (d $(z)&n&1&d"(z)&n&1&(n+1) y2 (d $(z)&n&3&d $(z)&n&3)).
En utilisant l’ine galite (11) (avec n&2 au lieu de n), on voit que, pour tout
z # Rn+1+
|d $(z)&n&1&d"(z)&n&1|
(n+1) |!$&!"| ( |x&!"| d $(z)&n&1 d"(z)&2
+|x&!$| d"(z)&n&1 d $(z)&2).
En raisonnant de la me^me manie re et en utilisant l’ine galite triviale
y2min(d $(z)2, d"(z)2), on obtient e galement
y2 |d $(z)&n&3&d"(z)&n&3|
(n+3) |!$&!"| ( |x&!"| d $(z)&n&1 d"(z)&2
+|x&!$| d"(z)&n&1 d $(z)&2).
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Par suite, il existe un nombre C, de pendant uniquement de la dimension n,
tel que, pour tout z # Rn+1+ ,
y } y p! (z)} }

y
( p!$ (z)& p!" (z)) }C |!$&!"| A(z, !, !$, !"), (15)
ou
A(z, !, !$, !")=yd(z)&n&1 ( |x&!"| d $(z)&n&1 d"(z)&2
+|x&!$| d"(z)&n&1 d $(z)&2).
Pour tout z # Rn+1+ et tout r>0, nous de signerons par B+ (z, r) l’inter-
section avec Rn+1+ de la boule de R
n+1 centre e en z et de rayon r. En vue
de majorer l’inte grale R+n+1 A(z, !, !$, !") dz, nous introduisons les ensem-
bles suivants:
E1=Rn+1+ "B+ ((!, 0), 2 |!&!$| )
E2=B+ ((!, 0), |!&!$|3)
E3=B+ ((!$, 0), 4 |!$&!"|5)
E4=B+ ((!", 0), 4 |!$&!"|5)
E5=(B+ (((!$+!")2, 0), 4 |!$&!| )"B+ (((!$+!")2, 0), 3 |!$&!"|5))"E2 .
On ve rifie facilement que Rn+1+ =
i=5
i=1 Ei , et par suite il suffit de majorer
convenablement les cinq inte grales Ei A(z, !, !$, !") dz. Nous de signerons
par C un nombre de pendant uniquement de la dimension n, dont la valeur
peut changer de place en place.
Pour tout z # E1 , on a d $(z)d(z)2, d"(z)d(z)4, |x&!$|3d(z)4 et
|x&!"|7d(z)4. Par suite, A(z, !, !$, !")Cy d(z)&2n&3; on obtient donc
facilement
|
E1
A(z, !, !$, !") dz
C
|!&!$|n+1
. (16)
Pour tout z # E2 , on a d $(z)2 |!&!$|3, d"(z)|!&!$|6, |x&!$|
4 |!&!$|3 et |x&!"|11 |!&!$|6. Par conse quent A(z, !, !$, !")
C |!&!$| &n&2 y d(z)&n&1, d’ou on de duit facilement
|
E2
A(z, !, !$, !") dz
C
|!&!$|n+1
. (17)
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Pour tout z # E3 , on a d(z)2 |!&!$|5, d"(z)|!$&!"|5, |x&!$|
4 |!$&!"|5 et |x&!"|9 |!$&!"|5. Par suite A(z, !, !$, !")
C |!&!$| &n&1 y( |!$&!"| &1 d $(z)&n&1+|!$&!"| &n d $(z)&2), et donc
|
E3
A(z, !, !$, !") dz
C
|!&!$|n+1
. (18)
Un calcul similaire montre que
|
E4
A(z, !, !$, !") dz
C
|!&!$|n+1
. (19)
Enfin, pour tout z # E5 , on a d(z)|!&!$|3. D’autre part, si on pose
‘=(!$+!")2, on a |z&‘|6d $(z)11 |z&‘|6 et |x&!$|11 |z&‘|6,
ainsi que les ine galite s obtenues en remplac ant dans les pre ce dentes d $ par
d" et !$ par !". Par suite A(z, !, !$, !")C |!&!$|&n&1 y |z&‘| &n&2, et
par conse quent
|
E5
A(z, !, !$, !") dz
C
|!&!$|n+1 \1+ln \
|!&!$|
|!$&!"|++ . (20)
Il est clair que l’estimation (8) re sulte de l’ine galite (15) et des ine galite s
(16) a (20). Par conse quent, la preuve de la condition de Lipschitz (5) est
acheve e.
Montrons maintenant que l’ope rateur Tb est associe au noyau Kb de fini
par (5). Soient f # C0 (R
n), S le support de f, ! # Rn"S et $ la distance
de ! a S. En utilisant le the ore me de Fubini et l’ine galite (4), on obtient
facilement
||
R+
n+1_Rn
y | f (!$)| |b(z)| |{p! (z)| |{p!$ (z)| dz d!$
C &b& & f &1 $&n<+.
On peut donc e crire, pour tout ! # Rn"S,
Tb (!)=2 |
R+
n+1
yb(z) {p! (z) \|Rn f (!$) {p!$ (z) d!$+ dz
=|
Rn
f (!$) \2 |R+n+1 yb(z) {p! (z) {p!$ (z) dz+ d!$
=|
Rn
f (!$) Kb (!, !$) d!$,
ce qu’il fallait de montrer.
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Il nous reste a montrer que T*b (1)=0, ce qui signifie que
Rn Tb (a)(!) d!=0 pour tout atome a. Soit k # C

0 (R
n), telle que
Rn k(x) dx=1; posons, pour tout =>0 et tout ! # R
n, k= (!)==&nk(!=) et
a= k= V a. Il est clair que, pour tout =>0, a= # C0 (R
n) et Rn a= (!) d!=0;
il est e galement clair que a=  a dans L2 quand =  0. Par suite, l’ope rateur
Tn e tant continu dans L2, on voit qu’il suffit de prouver que
Rn Tb (a)(!) d!=0 pour toute fonction a # C

0 (R
n) d’inte grale nulle.
Soient donc a une telle fonction et B une boule de Rn contenant le
support de a ; nous e crivons Rn Tb (a)(!) d!=I1+I2 , ou I1=2B Tb (a)(!) d!
et I2= (2B)c Tb (a)(!) d!. Comme Rn {p! (z) d!=0, la proprie te a e tablir
re sulte des deux e galite s
I1=|
R+
n+1
yb(z) {P(a)(z) \|2B {p! (z) d!+ dz (21)
et
I2=|
R+
n+1
yb(z) {P(a)(z) \|(2B)c {p! (z) d!+ dz, (22)
que nous allons de montrer.
Pour l’inte grale I1 , nous utilisons la de finition de l’ope rateur Tb au
moyen de l’e galite (2); la proprie te de finitude (6), utilise e avec f =a et
h # C0 (R
n) telle que h/2B , permet d’appliquer le the ore me de Fubini, qui
donne imme diatement le re sultat voulu.
Pour la seconde inte grale, nous utilisons la repre sentation au moyen du
noyau Kb , puis le fait que la fonction a est d’inte grale nulle. En de signant
par !" le centre de la boule B, on obtient ainsi
I2=|
(2B)c \|Rn a(!$)(Kb (!, !$)&Kb (!, !")) d!$+ d!.
En utilisant la condition de Lipschitz (5), on justifie aise ment l’utilisation
du the ore me de Fubini et on obtient
I2=|
B
a(!$) \|(2B)c (Kb (!, !$)&Kb (!, !")) d!+ d!$
=|
B
a(!$) \|(2B)c \|R+n+1 yb(z) {p! (z)({p!$ (z)&{p!" (z)) dz+ d!+ d!$.
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En utilisant les estimations (7) et (8), on obtient facilement le fait que
|||
(2B)c_B_R+
n+1
y |b(z) {p! (z)({p!$ (z)&{p!" (z))| d! d!$ ds<+.
On peut donc, en appliquant une nouvelle fois le the ore me de Fubini,
obtenir l’e galite
I2=|
R+
n+1 \|(2B)c {p! (z) d!+\|B ({p!$ (z)&{p!" (z)) a(!$) d!$+ dz.
Comme enfin
|
B
({p!$ (z)&{p!" (z)) a(!$) d!$=|
B
{p!$ (z) a(!$)={P(a)(z)
pour tout z # Rn+1+ , l’e galite (22) est e tablie.
Ceci ache ve la de monstration de la proposition 3.
Remarque. Le noyau Kb ne ve rifie pas la condition de Lipschitz plus
forte
|Kb (!, !$)&Kb (!, !")|
C &b& |!$&!"|
|!&!$|n+1
,
si |!$&!"|< 12 |!&!$|, C de signant un nombre de pendant uniquement de la
dimension n. En effet un argument de dualite montre que cette proprie te est
e quivalente a
|
R+
n+1
y |{p! (z) {( p!$ (z)& p!" (z))| dzC
|!$&!"|
|!&!$| n+1
si |!$&!"|< 12 |!&!$|, ce qui implique
|
R
+
n+1
y } y p! (z)

y
( p!$ (z)& p!" (z))} dzC |!$&!"||!&!$|n+1
si |!$&!"|< 12 |!&!$|. De cette proprie te on de duit, en utilisant le lemme
de Fatou, que
|
R
+
n+1
y } y p! (z)

!$i

y
( p!$ (z))} dzC 1|!&!$|n+1 (i=1, 2, ..., n)
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pour tout (!, !$) # Rn_Rn"D. Or ceci est absurde, car il est facile de ve rifier
que
|
R
+
n+1
y } y p! (z)

!$i

y
( p!$ (z))} dz=+ (i=1, 2, ..., n)
pour tout (!, !$) # Rn_Rn"D.
Le facteur logarithmique qui appara@^t dans l’estimation (8) ne peut donc
pas e^tre supprime .
De monstration de la proposition 4. Soient p un nombre re el 1, f # L p
et u=P( f ). L’ide e de base est d’utiliser le the ore me de Green; mais il n’est
pas, pour plusieurs raisons e videntes, directement applicable a notre situa-
tion, et c’est pourquoi un peu de travail est ne cessaire. Nous suivrons le
sche ma suivant:
Nous fixons un nombre =>0 et nous de signons par Rn+1= l’ensemble des
points (x, y) # Rn+1+ tels que y>=. La premie re e tape de notre de monstra-
tion consiste a prouver que, un point ! # Rn e tant fixe , on a l’e galite
|
Rn
p! (x, =) |u(x, =)| dx=2 |
R=
n+1
( y&=) sgn(u(z)) {p! (z) {u(z) dz
+|
R=
n+1
( y&=) p! (z) 2 |u| (dz). (23)
Pour de montrer l’e galite (23), nous commencerons par prouver un
re sultat similaire concernant une version re gularise e de |u|. Ceci ne cessite
l’introduction de quelques notations. Nous conside rons une fonction k de
classe C sur Rn+1, a valeurs 0, a support inclus dans la boule unite et
telle que Rn+1 k(z) dz=1. Pour tout $ # ]0, =2], et tout z # R
n+1, nous
posons k$ (z)=$&nk(z$). Nous de finissons ensuite les fonctions u$ dans
Rn+1=2 en posant u$ (z)=k$ V |u| (z). Les fonctions u$ sont de classe C
 sur
Rn+1=2 et sous-harmoniques, puisque 2u$=k$ V 2 |u| sur cet ensemble. Nous
avons besoin de quelques estimations simples concernant ces fonctions et
leurs gradients. Nous posons v=P( | f | ), et nous de signons par C un re el
variable, de pendant uniquement de n, p, f, = et !. On a e videmment
u$k$ V v. Si on convient que sgn(0)=0, le gradient au sens des distribu-
tions de |u| s’identifie a la fonction sgn(u) {u, et par suite |{u$ |k$ V |{u|.
De plus, en majorant |{u| de manie re standard et en utilisant l’ine galite
v(z)Cy&np, on voit que |{u(z)|Cy&1&np pour tout z # Rn+1+ . D’autre
part, si g est une fonction positive dans Rn+1+ telle que g(z$)Cg(z) pour
tout z # Rn+1= et tout z$ ve rifiant |z&z$|=2, on a e videmment
k$ V g(z)Cg(z) pour tout z # Rn+1= puisque $=2. Ceci s’applique en
particulier aux fonctions y [ y: (: # R), p! et v, ainsi qu’aux produits de ces
fonctions.
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De toutes ces remarques on de duit qu’on a, pour tout z # Rn+1= et tout
$ # ]0, =2],
p! (z) u$ (z)C |z|&n&1 y1&np et |{( p!u$)| (z)C |z|&n&1 y&np.
Comme y |{p! (z) {u$ (z)|Cp! (z) y&1&np et que R=n+1 p! (z) y
&1&np<
+, l’inte grale R=n+1 ( y&=) 2( p!u$)(z) dz (finie ou non) a un sens. Nous
la calculons en appliquant, pour tout R>0, le the ore me de Green au
domaine DR=BR_[=, R], ou BR de signe la boule de centre 0 et de rayon
R dans Rn, puis en faisant tendre R vers l’infini. On obtient ainsi, en utili-
sant les estimations pre ce dentes (c’est une tre s le ge re variante du lemme 2
de [14], p. 87), l’e galite
|
Rn
p! (x, =) u$ (x, =) dx
=|
R=
n+1
( y&=) p! (z) 2u$ (z) dz+2 |
R=
n+1
( y&=) {p! (z) {u$ (z) dz.
Nous allons prouver, en utilisant trois fois le the ore me, de convergence
domine e de Lebesgue, que tous les termes de l’e galite pre ce dente tendent
vers la limite attendue lorsque $ tend vers 0. L’estimation u$ (x, =)
Cv(x, =) permet d’obtenir facilement la finitude du premier membre de
l’e galite pre ce dente et le fait qu’il converge vers
|
Rn
p! (x, =) |u| (x, =) dx
quand $ tend vers 0. De la me^me manie re, l’estimation
y |{p! (z) {u$ (z)|Cp! (z) y&1&np
permet d’obtenir la convergence de la seconde inte grale du second membre
vers
2 |
R=
n+1
( y&=) sgn(u(z)) {p! (z) {u(z) dz.
Par suite, pour de montrer l’e galite (23), il suffit de ve rifier que
lim
$  0 |R=n+1
( y&=) p! (z) 2u$ (z) dz=|
R=
n+1
( y&=) p! (z) 2 |u| (dz). (24)
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En utilisant uniquement le fait que 2u$  2|u| au sens des distributions
quand $  0 et la positivite de ces mesures, on voit que
lim
$  0 |R=n+1
( y&=) p! (z) 2u$ (z) dz|
R=
n+1
( y&=) p! (z) 2 |u| (dz),
ce qui prouve la finitude de cette dernie re inte grale. On e crit enfin (en
notant Y= l’application (x, y) [ y&=)
|
R=
n+1
( y&=) p! (z) 2u$ (z) dz=|
R=2
n+1
(Y= p!/R=n+1) V k$ (z) 2 |u| (dz).
L’estimation de (Y=p!/R=n+1) V k$ (z)Cyp! (z) /R=2n+1 (z) pour tout z # R
n+1
+
et la finitude de l’inte grale R=2n+1 yp! (z) 2 |u| (dz) permettent d’obtenir
l’e galite (24), et donc l’e galite (23).
La deuxie me e tape de notre de monstration consiste a faire tendre = vers
0 dans l’e galite pre ce dente et a identifier la limite des diffe rents termes.
Pour toute fonction g # M et tout ! # Rn, nous posons
D
*
0, =(g)(!)=|
R=
n+1
( y&=) p! (z) 2 |P(g)| (dz).
E tant donne une fonction borne e b de finie dans Rn+1+ nous posons, pour
toute fonction g # C0 (R
n) et tout ! # Rn,
T =b(g)(!)=|
R=
n+1
( y&=) b(z) {p! (z) {P(g)(z) dz,
et, pour tout (!, !$) # Rn_Rn"D
K =b(!, !$)=|
R=
n+1
( y&=) b(z) {p! (z) {p!$ (z) dz.
Les arguments utilise s dans la de monstration de la proposition 4 montrent
que les ope rateurs T =b sont des ope rateurs de Caldero nZygmund associe s
aux noyaux K =b , et qu’ils ve rifient les me^mes estimations que Tb , avec
notamment des constantes inde pendantes de =. Nous posons d’autre part,
pour tout ! # Rn,
g= (!)=|
Rn
p! (x, =)( |u(x, =)|&| f (x)| ) dx.
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Avec ces nouvelles notations, l’e galite (23) permet d’e crire (rappelons que
u=P( f ) et v=P( | f | ))
v(!, =)=T =sgn(u)( f )(!)+D*
0, =( f )(!)+ g! (!) (25)
pour tout ! # Rn (l’inte grale qui de finit T =sgn(u)( f )(!) est en effet absolument
convergente pour tout ! # Rn, comme nous l’avons vu dans la premie re
partie de la de monstration).
Comme f # L p, u( } , =) et v( } , =) tendent vers f et | f | respectivement dans
L p, lorsque = tend vers 0. Par suite, comme g= p0 ( } , =) V |u( } , =)& f |, on
voit que g= tend vers 0 dans L p lorsque = tend vers 0.
Montrons maintenant que D
*
0, =( f ) converge vers D0
*
( f ) dans L p lors-
que = tend vers 0. D’apre s le the ore me de convergence monotone, ceci a
lieu si et seulement si les fonctions D
*
0, =( f ) constituent une partie borne e
de L p. Si p=1, ceci re sulte de la proposition 2. Si p>1, ceci re sulte de la
bornitude dans L p des deux termes pre ce demment e tudie s de l’e galite (25),
et de la bornitude dans L p des fonctions T =sgn(u)( f ), qui est elle-me^me
conse quence des ine galite s L p de la the orie de Caldero nZygmund.
A ce stade, on sait donc que T =sgn(u) converge dans L
p vers une certaine
limite U( f ) lorsque = tend vers 0, et il reste a identifier u( f ) a Tsgn(u) ( f )
pour terminer la de monstration.
Si p>1, on montre que T =sgn(u)( f ) converge faiblement dans L
p vers
Tsgn(u) ( f ). Pour cela, il suffit de prouver que, si f1 et f2 sont deux e le ments
de C0 (R
n), alors
|
Rn
(T =sgn(u)( f1)(x)&Tsgn(u) ( f1)(x)) f2 (x) dx
tend vers 0 quand = tend vers 0. On observe que y&( y&=) /R=n+1 (z)=
min(=, y) et on adapte la preuve de la continuite L2 des ope rateurs Tb donne e
dans la proposition 3 pour obtenir l’ine galite
} |Rn (T =sgn(u)( f1)(x)&Tsgn(u) ( f1)(x)) f2 (x) dx }
2 &g= ( f1)&p &g= ( f2)&q ,
ou 1p+1q=1 et
g= ( f i)(x)=\|
+
0
min( y, =) |{P( fi)| 2 (x, y) dy+
12
(i=1, 2),
pour tout x # Rn. Le re sultat voulu en de coule aussito^t.
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Si p=1, on montre que T =sgn(u)( f ) converge vers Tsgn(u) ( f ) dans l’espace
L1 faible. Ce fait est e vident si f # C(Rn), puisqu’il y a dans ce cas
convergence dans L2 en vertu de ce qui pre ce de. Dans le cas ge ne ral, on
approche f dans L1 au moyen d’une suite ( fk) d’e le ments de C0 (R
n) et on
e crit, pour tout entier k et tout =>0,
|T =sgn(u)( f )&Tsgn(u) ( f )|
|T =sgn(u)( f )&T
=
sgn(u)( fk)|+|T
=
sgn(u)( fk)&Tsgn(u) ( fk)|
+|Tsgn(u) ( fk)&Tsgn(u) ( f )|.
Le premier et le troisie me terme du second membre de cette ine galite ten-
dent vers 0 dans L1 faible lorsque k tend vers l’infini en vertu du the ore me
de Caldero nZygmund, uniforme ment par rapport a = ; quant au terme
central du second membre, il tend vers 0 dans L2 quand = tend vers 0, pour
toute valeur de l’entier k.
Ceci termine la preuve de la proposition 4.
Remarques. Notre de monstration prouve aussi que la fonction
f =Tsgn(u) ( f ) est limite, presque partout et dans L p, de l’inte grale absolu-
ment convergent T =sgn(u)( f ) lorsque = tend vers 0.
D’autre part, il n’est pas difficile de voir que, avec les notations de la
proposition 4 et sous les me^mes hypothe ses, on a l’e galite
| f &a|&|a|= f a+Da*( f ),
ou a est un re el arbitraire et f a=Tsgn(P( f )&a) ( f ).
On peut inversement se demander (cette question nous a e te pose e par
J. P. Kahane) si, connaissant toutes les fonctions f a , on peut reconstituer la
fonction f initiale. On peut le faire, en faisant tendre a vers &.
Supposons (par exemple) que f # L2 ; en utilisant l’e galite T1 ( f )= f et en
adaptant la preuve de la continuite dans L2 des ope rateurs Tb , on obtient
facilement l’ine galite
& f & f a&222 |
R
+
n+1
y(1&sgn(P( f )&a))2 |{P( f )(z)|2 dz,
et cette inte grale tend vers 0 lorsque a tend vers & en vertu du the ore me
de convergence domine e, car 2 R
+
n+1 y|{P( f )(z)| 2 dz=& f &22<+.
De monstration de la proposition 5. Soit B une boule ouverte auxiliaire,
telle que B1 /B et B /B2 . Sous les hypothe ses de la proposition (et en fait,
sous des hypothe ses plus ge ne rales) on a le ‘‘lemme de localisation’’ suivant
202 LUCIEN CHEVALIER
File: DISTL2 174622 . By:AK . Date:11:08:98 . Time:09:23 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 3142 Signs: 2604 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
(cf. [6]) : Il existe une fonction h # H 1 telle que la fonction g= f &h soit
borne e dans B. On e crit ensuite
T( f )=T(h)+T(g/B)+T(g/Bc).
Clairement, les proprie te s de l’ope rateur T impliquent que N(T(h)) # L1 et
N(T(g/B)) # L2. D’autre part, on voit facilement (en utilisant la repre senta-
tion de T au moyen du noyau associe ) que la fonction k=T(g/Bc) est bor-
ne e dans un voisinage de la boule B1 , ce qui implique (puisque k # L1+L2)
que sa fonction maximale de HardyLittlewood M(k) est elle-me^me borne e
dans B1 . D’ou le re sultat.
Le point crucial est donc le re sultat de localisation. Sa de monstration
passe par une version locale convenable de la variante de la de composition
de Caldero nZygmund expose e par E. M. Stein dans [15], pp. 101104.
Cette version locale utilise elle-me^me une variante locale approprie e d’un
re sultat classique de Ch. Fefferman et E. M. Stein, suivant lequel l’espace
H1 peut e^tre de fini a partir de n’importe quelle approximation de l’unite
suffisamment re gulie re (cf. [8], ou [15], pp. 9199). Pour plus de de tails,
nous renvoyons a notre article [6], qui content une de monstration com-
ple te de ces re sultats, ainsi que d’autres applications.
Nous allons maintenant nous inte resser a des exemples d’applications
des re sultats pre ce dents. Le premier de ces exemples (paragraphe 3) est une
nouvelle de monstration, plus simple et plus naturelle, de variantes de
re sultats pre ce demment connus. Les deux suivants (paragraphes 4 et 5)
donnent des re sultats entie rement nouveaux, et qui paraissent difficilement
accessibles sans l’usage du the ore me 1.
3. APPLICATION AUX ESPACES H1 ET L log L
On sait que la taille d’une fonction f # H1 peut e^tre estime e indirectement
au moyen d’une grande varie te de fonctions maximales ([8]). En revanche,
si on veut une estimation directe de cette taille (par exemple au moyen
d’une condition d’inte grabilite ), le fait que | f |  H1 constitue une ge^ne
se rieuse. Ceci explique peut-e^tre pourquoi de telles estimations directes ont,
pendant longtemps, concerne uniquement des fonctions a valeurs 0.
L’ave nement de la densite de l’inte grale d’aire et son utilisation dans [4]
comme instrument de mesure du de faut de positivite ont permis d’e tendre
aux fonctions de signe variable les re sultats ante rieurs de A. Zygmund (cf.
[16]) et E. M. Stein (cf. [13]) concernant les fonctions a valeurs 0. Les
de monstrations des re sultats de [4] utilisent simultane ment des me thodes
qui rele vent des probabilite s, de la the orie du potentiel et de l’analyse re elle.
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Les re sultats de [4] ont e te sugge re s par un re sultat probabiliste de
me^me nature, obtenu auparavant (cf. [3]) par les me^mes auteurs. Une des
de monstrations de ce re sultat est base e sur l’observation suivante: Un
usage convenable de la formule de Tanaka permet de de duire facilement le
nouveau the ore me concernant les martingales de signe variable du re sultat
connu de R. F. Gundy (cf. [9]) relatif aux martingales a valeurs 0.
Une de nos principales motivations pour e noncer et de montrer le
the ore me 1 est la recherche d’un outil d’analyse analogue a la formule de
Tanaka, qui permette e galement d’obtenir, de manie re simple et directe, les
re sultats d’analyse de [4] (ou de le ge res variantes) concernant les fonctions
de signe variable a partir de ceux relatifs aux fonctions a valeurs 0.
Nous commenc ons par e tablir la caracte risation globale suivante des
fonctions de H1 qui appartiennent a la classe L log L (cf. [4], the ore me 2):
The ore me 2. Pour toute fonction f # H1, les assertions suivantes sont
e quivalentes :
(i) f # L log L ;
(ii) D0
*
( f ) # L log L.
De monstration. Soit f # H1. D’apre s l’assertion (iii) du the ore me 1,
| f |&D0
*
( f ) # H1. Par conse quent, le the ore me 2 est une conse quence
imme diate du re sultat suivant, qui ne semble pas avoir e te formule aupara-
vant (bien qu’il soit plus ou moins implicite dans [4]).
Lemme 1. Soient g et h deux fonctions de finies dans Rn et a valeurs 0,
telles que g&h # H1. Alors g # L log L si et seulement si h # L log L.
De monstration. Les deux fonctions jouant le me^me ro^le, il suffit de
montrer que, si g # L log L, alors h # L log L. Cette assertion re sulte des
deux proprie te s suivantes:
La premie re est le fait que, pour tout c>0, on a
|
[N(h)c]
N(h)(x) dx2 &g&h&H1+|
[N(g)c2]
N(g)(x) dx.
La seconde est le fait que, si k est une fonction a valeurs 0, k # L log L
si et seulement si, pour tout c>0,
|
[N(k)c]
N(k)(x) dx<+.
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Pour de montrer la premie re, il suffit d’observer que, pour tout c>0
|
[N(h)c]
N(h)(x) dx
&g&h&H1+|
[N(h)c; N(g)c2]
N(g)(x) dx+|
[N(g)c2]
N(g)(x) dx,
et que, sur l’ensemble [N(h)c; N(g)c2], on a N(g)N(g&h) en
vertu de l’ine galite triangulaire. Quant a la seconde proprie te , elle s’obtient
facilement, a partir de re sultats connus, de la manie re suivante: on com-
mence par observer que, la fonction k e tant a valeurs 0, on peut rem-
placer, dans la proprie te a e tablir, la fonction maximale non tangentielle
N(k) par la fonction maximale de HardyLittlewood M(k). Ceci e tant fait,
la proprie te a e tablir re sulte imme diatement, par inte gration, de la double
ine galite
1
C* |[k>*] k(x) dx|[M(k)>*]|
C
* |[k>*] k(x) dx,
ou C de signe un nombre >0 de pendant uniquement de la dimension n, *
est un nombre >0 arbitraire et |B| est la mesure de Lebesgue du bore lien
B. La majoration de |[M(k)>*]| n’est autre que (l’extension a Rn de)
l’ine galite maximale de HardyLittlewood, et l’ine galite inverse est e gale-
ment connue (cf. [13], ine galite (6)).
Le re sultat suivant est un crite re de comparaison entre l’appartenance
locale a l’espace H1 et l’appartenance locale a la classe L log L (cf. [4],
the ore me 3).
The ore me 3. Soient B1 et B2 deux boules ouvertes de Rn telles que
B1 /B2 . Pour toute fonction f # L1, on a les proprie te s suivantes:
(i) Si B2 N( f )(x) dx<+ et B2 D
0
*
( f )(x) ln+ (D0
*
( f )(x)) dx<
+, alors B1 |( f )(x)| ln
+ ( | f (x)| ) dx<+.
(ii) Si B2 |( f )(x)| ln
+ ( | f (x)|) dx<+, alors B1 N( f )(x)) dx<+
et B1 D
0
*
( f )(x) ln+ (D0
*
( f )(x)) dx<+.
De monstration. Nous commencerons par e tablir le re sultat auxiliaire
suivant qui, comme le pre ce dent, s’obtient a partir des re sultats de
E. M. Stein de ja cite s.
Lemme 2. Soient g et h deux fonctions de finies dans Rn, inte grables et a
valeurs 0, et soient C1 et C2 deux boules ouvertes de Rn telles que C1 /C2 .
On a alors les proprie te s suivantes :
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(1) Si C2 g(x) ln
+ (g(x)) dx<+, alors C1 N(g)(x) dx<+.
(2) Si C2 N(g)(x) dx<+, alors C2 g(x) ln
+ (g(x)) dx<+.
(3) Si C1 N(g&h)(x) dx<+, et si C2 g(x) ln
+ (g(x)) dx<+,
alors C1 h(x) ln
+ (h(x)) dx<+.
De monstration. Les assertions (1) et (2) sont une le ge re variante du
the ore me 1 de [13]; elles s’en de duisent aise ment et nous pouvons passer
a l’assertion (3). Pour montrer que C1 h(x) ln
+ (h(x)) dx<+, il suffit
d’apre s (2) de montrer que C1 N(h)(x) dx<+. Pour cela, il suffit d’ap-
pliquer l’ine galite triangulaire, car d’une part C1 N(g&h)(x) dx<+ par
hypothe se, et d’autre part C1 N(g)(x) dx<+, en vertu de la finitude de
C2 g(x) ln
+ (g(x)) dx et de l’assertion (1).
Revenons a la de monstration du the ore me 3. Pour prouver l’assertion
(i), nous appliquons l’assertion (v) du the ore me 1 a la fonction f et au
couple de boules (B1 , B2). On obtient ainsi l’inte grabilite de N( f ) sur B1 .
Ceci nous permet d’appliquer l’assertion (3) du lemme 2 avec h=| f |,
g=D0
*
( f ), C1=B1 et C2=B2 , ce qui fournit exactement le re sultat voulu.
Pour e tablir l’assertion (ii), nous introduisons une boule interme diaire B
telle que B1 /B et B /B2 . Nous commenc ons par utiliser l’assertion (1) du
lemme 2 avec g=| f | , C1=B et C2=B, pour obtenir l’inte grabilite de
N( | f | ) sur B, et a fortiori celle de N( f ) sur B (donc aussi sur B1 , ce qui
de montre la premie re partie de l’assertion (ii)). Nour appliquons ensuite
l’assertion (v) du the ore me 1 a la fonction f et au couple de boules (B1 , B),
ce qui nous donne l’inte grabilite de N( f ) sur B1 . Ceci nous permet
d’utiliser l’assertion (3) du lemme 2 avec g=| f |, h=D0
*
( f ), C1=B1 et
C2=B, ce qui, cette fois encore, fournit exactement le re sultat voulu.
Le the ore me 1 et les re sultats re cemment obtenus dans [6] permettent
aussi d’obtenir une variante du the ore me 3 mettant en jeu les transforme es
de Riesz. Cette variante, qui ge ne ralise des re sultats plus anciens de
A. P. Caldero n, A. Zygmund et E. M. Stein, re soud un proble me laisse
ouvert dans [4]. Pour plus de pre cisions, nous renvoyons le lecteur
inte resse a [6].
4. APPLICATION A LA CONTINUITE DE
LA FONCTIONNELLE D0
*
Le the ore me 1 montre que la continuite de la fonctionnelle D0
*
dans un
espace L p (1 p<+) est e quivalente a la continuite de l’application
f [ f dans cet espace. Cette question n’est pas re solue par les ine galite s de
norme qui figurent dans les assertions (i) et (ii) de ce the ore me (sauf pour
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la continuite en 0), car l’application f [ f n’est pas line aire, ni me^me sous-
line aire. Le re sultat qui suit montre que la fonctionnelle D0
*
ve rifie une
condition de Lipschitz en tout point de tout espace L p, pour 1< p<+.
The ore me 4. Pour tout nombre p tel que 1< p<+, il existe une
constante C(n, p) telle qu’on ait, pour tout couple ( f, g) de fonctions de
l ’espace L p, l ’ine galite
&D0
*
( f )&D0
*
(g)&pC(n, p) & f & g&12p (& f &12p +&g&12p ). (26)
De monstration. Nous noterons C(n, p) une constante de pendant
uniquement de n et p, dont la valeur peut changer d’une ligne a l’autre.
Comme nous l’avons vu, il suffit d’e tablir que & f & g~ &p ve rifie une estima-
tion de la forme (26). D’autre part, nous pouvons supposer que f et g
appartiennent a C0 (R
n). Nous utilisons la proposition 4 et nous e crivons
f & g~ =Tsgn(P( f ))( f & g)+Tsgn(P( f ))&sgn(P(g))(g)
Le the ore me de Caldero nZygmund permettant de contro^ler la norme
dans L p du terme Tsgn(P( f ))( f & g), il suffit de prouver que
&Tsgn(P( f ))&sgn(P(g))(g)&p ve rifie aussi une estimation de la forme (26). Nous
allons calculer cette norme par dualite . Soit q l’exposant conjugue de p et
soit h # L p; de nouveau, nous pouvons supposer que h # C0 (R
n). Pour
alle ger les notations, nous poserons
F=sgn(P( f ))&sgn(P(g))
En utilisant la de finition des ope rateurs Tb , on obtient facilement l’e galite
|
Rn
TF (g)(!) h(!) d!=2 |
R
+
n+1
yF(z) {P(g)(z) {P(h)(z) dz. (27)
En vue d’adapter a notre proble me un argument utilise dans la de monstra-
tion du lemme 6.3 de [2], nous introduisons une fonction \ # C0 (R
n),
a support inclus dans la boule unite , a valeurs 0 et telle que
Rn \(!) d!=1, puis nous remplac ons le second membre de l’e galite (27)
par
2 |
Rn \|R
+
n+1
F(z) {P(g)(z) {P(h)(z) y1&n \ \!&xy + dz+ d!.
Nous majorons l’inte grale inte rieure au moyen de l’ine galite de Schwarz,
puis l’inte grale exte rieure au moyen de l’ine galite de Ho lder. On obtient
ainsi, compte tenu de l’e galite (27),
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} |Rn TF (g)(!) h(!) d! }
&A\(h)&q \|Rn \|R
+
n+1
y1&n\ \!&xy + F2(z) |{P(g)(z)|2 dz+
p2
d!+
1p
,
(28)
ou
A2\(h)(!)=|
R
+
n+1
y1&n\ \!&xy + |{P(h)(z)| 2 dz
pour tout ! # Rn. On a e videmment A\&\& S, ou S de signe l’inte grale
d’aire de LusinCaldero n. Par suite on a &A\(h)&qC(n, p) &h&q , en vertu
d’ine galite s bien connues. D’autre part, nous observons que
|F |2/[ |P( f )||P( f )&P(g)|] ,
et que, pour tout ! # Rn et tout z # Rn+1+ ,
|P( f )(z)&P(g)(z)| \ \!&xy +N( f & g)(!) \ \
!&x
y + .
Par conse quent, le second membre de l’ine galite (28) peut e^tre majore par
C( p, n) &h&q \|Rn \|R
+
n+1
y1&n\ \!&xy + /[&N( f & g)(!), N( f & g)(!)](P( f )(z))
_|{P(g)(z)|2 dz+
p2
d!+
1p
.
En utilisant la formule de changement de variable qui a donne son nom a
la densite de l’inte grale d’aire ([11], p. 217), on peut e crire
|
R
+
n+1
y1&n\ \!&xy + /[&N( f & g)(!), N( f & g)(!)](P( f )(z)) |{P(g)(z)| 2 dz
=
1
2 |
N( f & g)(!)
&N( f & g)(!)
D( f, r)(!) drN( f & g)(!) D( f )(!),
ou
D( f, r)(!)=|
R
+
n+1
y1&n\ \!&xy + 2 |P( f )&r| (dz)
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et D( f )(!)=supr # R D( f, r)(!). En utilisant ces ine galite s et l’ine galite (28),
on obtient l’ine galite
} |Rn (Tsgn(P( f ))&sgn(P(g))(g))(!) h(!) d! }
C( p, n) &h&q &N( f & g)&12p &D( f )&12p . (29)
Par conse quent, l’estimation cherche e re sulte de l’ine galite (29), de
l’ine galite de GundySilverstein ([11])
&D( f )&pC(n, p) &N( f )&p
et d’ine galite s standard concernant les fonctions maximales.
5. APPLICATION A L’EXPRESSION DE LA FONCTIONNELLE D0
*
COMME VALEUR PRINCIPALE D’INTE GRALE SINGULIE RE
Par souci de brie vete , nous terminerons en indiquant sans de monstration
un dernier re sultat, qui permet d’obtenir la densite de l’inte grale d’aire
comme valeur principale d’une inte grale singulie re explicite, en renvoyant
le lecteur a notre article [7] pour une e preuve de taille e. Ce re sultat est le
The ore me 5. On suppose que n=1. Pour toute fonction f # L2 et presque
tout ! # R, on a l ’e galite
D0
*
( f )(!)=&lim
=  0 |=<|!&!$| Ksgn(P( f ))(!, !$) f (!$) d!$.
Un des inte re^ts de cette nouvelle e galite est le suivant: pour conna@^tre
D0
*
( f ), il n’est plus ne cessaire de calculer la mesure 2 |P( f )|, il suffit de
conna@^tre l’ensemble des ze ros de P( f ), car on conna@^t alors, au signe pre s,
le noyau Ksgn(P( f )) .
La de monstration du the ore me 5 utilise le the ore me 1 et des ide es issues
de la the orie de Caldero nZygmundCotlar. Elle conduit naturellement a
un amusant proble me de limite au bord pour le signe d’une fonction har-
monique, e galement e tudie et re solu dans [7].
La formule de Tanaka probabiliste, connue et utilise e par de nombreux
spe cialistes depuis plusieurs de cennies, a eu beaucoup de retombe es en
the orie des martingales. Compte tenu des similitudes existant entre cette
the orie et l’analyse harmonique, il est raisonnable de penser que d’autres
applications du the ore me 1 restent a de couvrir.
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